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CLASA a XI-a — SOLUTII ST BAREMURI DE CORECTARE

Problema 1. Fie (¢,), un gir convergent de numere reale, ¢, € (0,1)
pentru orice n € N gi lim ¢, € (0,1). Definim sirurile (x,), $i (yn)n prin
relatiile o

Tps1 = tan + (1 —)Un, Ynt1 = (1 —tn)T0n + thn,

pentru orice si n € N si g, yo numere reale fixate.

a) Sa se arate ca girurile (x,), si (yn), sunt convergente si au aceeasi
limita.

b) Aratati ca daca nhngo t, € {0,1} concluzia nu mai este adevarata.

Solutie si barem. a) Fie [, intervalul inchis cu capetele x,, y,. Rezulta
imediat ca --- C I,, C I,y C --- C I} C Iy, incluziunile fiind stricte ...... 2
puncte

Notéand cu I, lungimea intervalului I,,, avem I, = |z, — yn|...... 1 punct

Prin inductie deducem [,, = [(2tg — 1)(2t; — 1) -+ - (2t,, — 1)||xo — yo|

................................................................ 1 punct

Daca exista ng cu t,, = 1/2 avem [,, = 0 pentru n > ng. Altfel avem
% = |2t,+1 — 1| € (0,1) si criteriul raportului ne da lim!, = 0. Conform
axiomei lui Cantor exista unic ag € Nyenl,. Cum x, si y, sunt, pentru fiecare
n simetrice fata de mijlocul intervalului Iy, rezulta ca ag = % este limita
comuna a Sirurilor (Z,)n SI (Yn)n -« vvnenemene i 2 puncte

b) De exemplu se poate lua t,, = 1 punct

Solutie alternativa. Notam A, = ( tn 1 _tn>7 p_ (1 —1) §i

1—t, t, 11
Un = (x">
Yn

Se observa ca Uy,y1 = AUy oo 2 puncte

siA, =P ((1] of 0_ 1) Py 2 puncte



deci U, = P (é ZO> P7'Uy unde 2, = (2tg — 1)---(2t, — 1). Ca in
solutia precedenta se arata ca lim z,, = 0 de unde se deduce concluzia ....2

puncte

Problema 2. Fie f : R — R o functie continua cu proprietatea ca pentru

orice x € R, limita
o 1024 = 1)

h—0

exista gi este finita.

Aratati ca in orice punct din R f este derivabila sau admite derivate
laterale finite, de acelasi modul si semn contrar..
O‘M . Dacal, = 0 f este
evident derivabila in z si derivata este zero. ................ ... ... 1 punct

Daca [, > 0, sa presupunem, de exemplu, ca f nu este derivabila la
dreapta in z. Exista atunci giruri (), (Un)n, cu termeni pozitivi, conver-
gente la 0, si astfel ca

i L@ = F@) _

n—00 Up, n—oo Un

Solutie si barem. Fie [, = lim;_,

.................................................................. 2 puncte
prin urmare functia definita prin ¢(t) = w isi schimba semnul de
o infinitate de ori pe orice vecinatate la dreapta a lui x............ 2 puncte
Din proprietatea valorii intermediare, ¢ este continua, rezulta ca exista
un gir (hy,), cu termeni pozitivi, convergent la 0, cu f(x + h,) — f(z) =0, in
contradictie cu ipoteza.
Derivabilitatea la stanga se demonstreaza analog iar faptul ca numerele
derivate sunt opuse este evident. .............. ... ... . 2 puncte

Problema 3. Fie A, B € M,,(C), cu AB = BAsidet B #0.

a) Aratati ca daca |det(A + z2B)| = 1 pentru orice z € C cu |z| = 1,
atunci A" = 0,,.

b) Ramane adevarata concluzia daca eliminam conditia AB = BA?

Solutie si barem. a) Functia f(z) = det(A + 2B) = ag + a1z + a22* +
-+ 4 apz" este polinomiala de grad n (a,, = det B # 0).
Conditia |det(A + zB)| = 1 pentru orice z, cu |z| = 1 se scrie f(z) -
1

(f(z)) =1, pentru orice z cu z = PEETL LR RE LR RE TR R RR e 1 punct
Avem

(ap + a1z +ag2® + 4 a,2") @+ - Z+ 8- Z 4 +0,-2") =1 &



(ap + a1z +ag2® + - +a,2") (@ - 2" +a - 2" Ay 2" ay,) = 2"

Ultima egalitate avand loc pentru o infinitate de valori ale lui z, ea este
identitate de polinoame. Prin identificarea coeficientilor obtinem succesiv:

ao-dn:(),al~6n:O,a2-6n:O,...,an,l-ﬁn:()

deciag=a; =-+-a,_1 =04l a,-a,=1 (adica |det B| =1) ...... 2 puncte

In concluzie f(2) = a,-2" adici det(A+z- B) = det B-2" sau det[B(B~"-
A+ z-1,)] = det B - 2" adicd det B-det(B™'- A+ z-1,) = det B - 2", deci
det(B™'- A+ z-1,) = 2" cu h(z) = z"care este polinomul caracteristic al
matricei C = —B~!- A. Conform teoremei Cayley-Hamilton (—B~'-A)" =0
deunde A™ = 0. .o 2 puncte

b) Conditia A- B = B - A este necesara dupa cum se vede din urmatorul
exemplu:

0 0 0 1
1 1N 0
A: y B =
N ANERN
0 1 0 1 0
A-B#B-A
det(A+zB) = (=1)"". 2", deci |det(A+ 2 - B)| = 1, dacd |z| = 1 i evident
A" = A F O 2 puncte

Problema 4. Fie functiile f,g,h : R — R, unde f este derivabila, g si h
sunt monotone iar f' = f + g+ h.

Demonstrati ca multimea punctelor de discontinuitate ale funtiei g coin-
cide cu multimea punctelor de discontinuitate ale functiei h.

Solutie si barem. Prin inmultire cu e™* relatia data se scrie

................................................................... 1 punct
Notam cu g; respectiv hy functiile din membrul drept. Functiile g; si hq
au limite laterale in fiecare punct decisiu=¢g1 +hy............... 1 punct
Cum wu are in plus proprietatea lui Darboux, fiind o derivata, rezulta ca
u este continua pe R. ... 3 puncte
Notand D, multimea punctelor de discontinuitate ale functie g avem D, =
D,,, Dy, = Dy,. Daca prin absurd Dy, # Dy, pentru x € Dy, \ Dy, rezulta
x€Dgnfals. oo 2 puncte



